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=P-L Aujourd’hui

Quelques rappels sur les dérivées:

m Dérivée d’une fonction f(x)

m Dérivée d'une somme et d’'un produit de fonctions

m Dérivée d’une fonction composée (chain rule)

m Dérivée d’une fonction vectorielle

m Deéveloppement limité d’'une fonction f(x) autour d’'un point x=xg
m Primitive
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=PrL Dérivée d’une fonction f(x) par rapport a x

y - y / - Y -
La dérivée f (:L’) d’une fonction [ par rapport a sa variable £ correspond au taux de
variation de / lorsque & varie, ou en d’autres termes, a la pente de f évaluée au point x

. Af . fle+Ax) — f(x) f(x+dx)— f(x) df
/ _ = _ _
file) = AI;IEO Ax AI;;IEO Az dx dx
Af,Ax : accroissements (pas forcément petits)
df,dr : éléments infinitésimaux
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':P'=|_ Dérivées. Position, Vitesse, Accélération (1D)

v=20

x(t) N /"\

La vitesse est la dérivée de la
position

L’accélération est la dérivée
de la vitesse, soit la dérivée
seconde de la position

Cdu(t)  dPa(t)
Codt dt?

-gggulté Cl,(t)

sciences
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=PrL Exemple: f(x) = x"

flx+Az) = (z+ Ax)" = 2" +nz" tAx + ... 2" ?(Ax)? + ... 2" P (Az)® + ... + (Az)"”

~
termes tres petits

flx+Az) = (24 Az)" = 2™ + na" " 'Az + O ((Az)?) 5
f(z+ Az) = (v + Az)" ~ 2" + na" ' Az O ((ALE) )

‘Terme d’ordre (Ax)?°

flx 4+ Azx) — f(x) = (. + Azx)" — 2" ~nz" Az
Dépend du carré de Ax, et est donc
négligeable devant Ax si Ax est trés petit

lim fle+ Az) = f(2) ~ lim nx”_lﬁ = ng" !
Azx—0 Ax Ax—0 Ax

m Faculté (xny _ nxn—l En (i)/ — _i
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Exemple: f(x) = sin(x)

sin(x + Az) — sinx

(sinz) = lim

f(@) =simz Azs0 Az

sin(x + Ax) = sinx cos Az + cos z sin Ax

. sin(x + Azx) —sinx , :
lim = lim (sinz
Ax—0 Az Ax—0

(cos Ax — 1) +cos sin Az
T
Ax Ax

Par inspection du cercle trigonomeétrique:

(sinz)’ = cosx
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=P-L Dérivée d’'une somme ou un produit de fonctions

(f(x + Az) + g(x + Aaz)) - (f(x) + g(x))

(@) + g(ﬂc))’ Alzicrgo Ax
o @+ A7) — f(@) + g(a + Az) — g(x)
Az—0 Azr
lim flz +Az) — f(x) n g(r + Ax) — g(x)
Ax—0 Azr Az
(f(x) + g(x))’ f(z) + ¢ (z) Dérivée d’'une somme de fonctions
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EPFL Dérivée d’un produit de fonctions
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Axz—0 Ar

_ oy Tt A)g(a + Ax) - f(z)g(x + Az) + f(2)g(e + Az) — fla)g(x)
Axz—0 Azr

= (f(x - AA@ - ﬂx)) g(z + Az) + f(x) (W * AAQZ - g(x))

(f(x) g(z) = f'(z) g(x) + f(z) ¢ (x) Dérivée d’un produit de fonctions
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=P-L Fonction composée

Fonction composée: (2 9)(z) = f(g(z))

Exemple: cos(2z?) — f(g) =cos(g) , g(z) =227

Composition de trois fonctions:

1
log(4z?2 + x + 1)

, g(h) =log(h) , h(z)=42"+2z+1
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=P-L Dérivée d’une fonction composée (chain rule)

(Fog)(x) = F(g(x)) = lim LWEHAD) = [9(&))

Azxz—0 Ax
On utilise, si Az trés petit:
dh . h(z+ Az) — h(z) dh h< fg
/ _ ~ - —
h'(z) = R Al;go A, —  h(z+ Az) ~h(z2) + R Az =h(z)+ Ah o g
d
en identifiant h+< g z+<x g(x + Aa:) = g(az) + ﬁAaj = g(x) + Ag
df
h< f,z<g [flgle+Ax)) = flg+Ag) = fl9)+ d—gAg
daf
. flglx+ Ax)) — f(g(x)) _ fl9)+ ;89— f(9) . df Ag df dg
/ _ _ _ 7 — < 7
(fog)(z)= Alggo Az - Algﬂo Az a Al;rgo dg Ax  dgdx
m Faculté
des
ien df (g9) dg(z) _ df dg
sclences I _ 9«
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Exemple de dérivation de fonction composée

Applications directes:

(%)' f'(x)g(x) — f(z)g'(z)

K
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=Pr-L Exemple de dérivation de fonction composée

(fog)(x) = flg(x)) = sin(kzx)

d d
) =sing . L cosg | ga)=ks , 9 —y

sin(kx) = k cos(kzx)
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=Pi-L
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Quelques dérivées importantes

arcsin

arccos xr

arctan x

J.-P. Hogge
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=Pi-L
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Ul (t)

U2 (t
us (t

N—

du1 (t

dt
d’LLQ (t

dt
dU3 (t)

dt

N—

N—"

m On montre facilement:

(@-0) =a - 0+a-v
(AT =d' NT+UaNY
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Dérivées de vecteurs

m Soit % un vecteur de composantes (u1 (%), us(t), us(t)) ou testun paramétre.
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Developpement limité d’une fonction f(x) autour du
point x=Xx,

Définition: Développement limité au premier ordre

m Connaissant la valeur que prend une fonction f en un point X, on peut
approximer la fonction f(x) pour des valeurs de x proches de X, par un
développement limité au premier ordre:

f(z) = f(zo) + (z — z0) f'(x0) + O((x — z0)?)

LT 1 1

f approximée f évaluée terme d’ordre  dérivée de f Termes d’ordre 2 ( en (x-
au point x au point x, 1 linéaire en évaluée Xo)?)
(x-Xq) au point x, Note: (x-xp)? << (X-Xq)
o0 n
r — X

L N " ( 0)
= Plus généralement: f(z) ~ Y ") (xo) -
n=0 '
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f(z) = f(zo) + (z — z0) f'(x0) + O((x — z0)?)

A

Pente :  f/(x0)

G /
Fa g™t w0l 0)
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cP=L Developpement limité d’une fonction f(x) autour du

point x=Xx,
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=P.>=L Developpements limité de sin x et cos x autour de x,=0

f() =~ f(z0) + (& — 20) f'(x0) + O((z — 20)?)

=

sinx ~ 0+ x cosO~zx
—~—
X tres petit = 1

cosx ~cosO+xsin0~1
N—— —~—
1 0
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EPFL Primitives

Définition: Primitive
La primitive d’'une fonction f(z) est (sielle existe) une fonction F(x) telle que:

dF(x)
dx

- 1)

La primitive d’'une fonction est tres utile lors d’opérations
dintégration.
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EPFL Résumé

m Dérivée d’'une fonction:
Af fle+Az) - f(z)  fle+dr)—f(x) df

/ p— 1 —_— 1 p— p—
Fle) = Jim = Jim Ax dr dx

m Approximation de la fonctionf(x) au voisinage du pointz, par un
développement limité d’ordre 1:

f(z) = f(xo) + (x — o) f'(x0) + O((z — w0)?)
m Regles utiles:

(f(z) +g(x) = f'(2) +g'(x)
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deisn df dg
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=Pi-L

m Reégles utiles (suite):

(@)' _ [(@)g(x) - f(x)g'(x)
9(x) 9%(x)

(3t5) — 43

m Dérivées partielles:

——= = ]lim
oy Ay—0 Ay
Of(@,y) _ .~ flz+Azy) — f(z,y)
ox Az—0 Ax
m Primitive:
m Faculté
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Résumeé (2)
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Dérivées partielles

Définition: Dérivée partielle
La dérivée partielle d’'une fonction par rapport a I'un des ses (>1) arguments s’obtient
comme dans le cas d’'une fonction a une seule variable, en considérant que les

autres sont constantes

of (z,y) lim flx 4+ Az, y) — f(z,y)

ox Az—0 Ax

of(z,y) lim flx,y+ Ay) — f(x,y)

oy Ay—0 Ay

La dérivée partielle d’un fonction représente la taux de variation de la fonction
par rapport a une variable lorsque I'autre est fixe.
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EPFL Dérivées partielles

Exemple: f(x,y) = altitude (longitude latitude)

0
0f(x,y) (;’ y) = variation d’altitude si on se déplace a l'est
x
of (x, : : : .
/ (833 y) = variation d’altitude si on se déplace au nord
Yy
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